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И ПАРАМЕТРОВ АНИЗОТРОПИИ ФРИКЦИОННЫХ ПОЛИМЕРНЫХ 
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Рассматриваются многокомпонентные фрикционные полимерные композиты (ФПК) на основе 
эпоксифенольного связующего, армированные волокнами бесщелочного стекла и дисперсными включе-
ниями каучука, глинозема, графита и барита. Предполагали, что стеклянные волокна ориентированы 
вдоль осей x и y прямоугольной системы координат и имеют в этих направлениях одинаковые величины 
объемных концентраций, что соответствует армированию материала тканью. Построена матема-
тическая модель, позволяющая выполнять численные расчеты значений эффективных упругих харак-
теристик (компоненты тензора эффективных модулей упругости) и параметров упругой анизотропии 
ФПК. Модель опирается на обобщенное сингулярное приближение теории случайных полей, используе-
мое при решении стохастического дифференциального уравнения равновесия упругой среды. Провели 
численные расчеты значений эффективных упругих характеристик и параметров упругой анизотропии 
в направлениях осей x, y и z прямоугольной системы координат ПФК, учитывающие изменения величин 
объемных концентраций их компонентов. При вычислении значений эффективных упругих характери-
стик модельных ФПК использован метод самосогласования. 

Установлено, что увеличение содержания включений каучука приводит к снижению значений 
компонент тензора эффективных модулей упругости модельных фрикционных композитов. Увеличе-
ние объемных концентраций как дисперсных добавок глинозема, графита и барита, так и ориентиро-
ванных волокон бесщелочного стекла — к росту аналогичных значений. Увеличение объемного содер-
жания включений каучука и волокон бесщелочного стекла приводит к усилению анизотропии (особенно 
вдоль направлений осей x и y прямоугольной системы координат). Увеличение объемных концентраций 
глинозема, графита и барита приводит к ослаблению анизотропии в направлениях x, y и z. 

Ключевые слова: моделирование, фрикционный полимерный композит, включение, матрица, эффективные 
модули упругости, анизотропия. 
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Multicomponent tribocomposites based on an epoxyphenol binder reinforced with E-glass fibers and 
dispersed inclusions of rubber, alumina, graphite and barite are considered. It is assumed glass fibers are 
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oriented along the x and y axes of a rectangular coordinate system and have the same volume concentrations 
in these directions. It corresponds to the reinforcement of the material with fabric. A calculating model of ef-
fective elastic characteristics (components of effective elastic modules tensor) and elastic anisotropy parame-
ters of these friction composites is constructed. The model is based on a generalized singular approximation 
of random field theory, used in solving the stochastic differential equation of equilibrium of an elastic medi-
um. Numerical calculations of the values of effective elastic characteristics and parameters of elastic anisot-
ropy in the directions of the x, y, and z axes of a rectangular coordinate system of polymer friction compo-
sites taking into account changes in the volume concentrations of their components are performed. The self-
consistency method was used in calculating the effective elastic characteristics of the model tribocomposites. 

Studies have shown that an increase rubber of inclusions leads to a decrease in the components value of 
the tensor of effective elastic modules model friction composites. An increase in volume concentrations of dis-
persed additives of alumina, graphite and barite and oriented E-glass fibers leads to an increase in similar val-
ues. An increase in the volume content of rubber inclusions and E-glass fibers leads to increased anisotropy 
(especially along the directions of the x and y axes of a rectangular coordinate system). An increase in volume 
concentrations of alumina, graphite, and barite leads to a weakening of anisotropy in the x, y, and z directions. 

Keywords: modeling, friction polymer composite, inclusion, matrix, effective elastic modules, anisotropy. 

Введение 

В последние десятилетия полимерные компо-
зиционные материалы находят все большее приме-
нение в машиностроении. В частности, они являют-
ся важнейшими элементами узлов трения 
автомобильного, железнодорожного и авиационного 
транспорта [1]. В тормозных системах широко ис-
пользуются фрикционные полимерные композиты 
(ФПК) [2–5]. Это, прежде всего, обусловлено разви-
тием и совершенствованием экологически безвред-
ных безасбестовых технологий. Указанные материа-
лы должны обеспечивать стабильность физико-
механических и трибологических характеристик де-
талей при длительных сроках эксплуатации машин и 
механизмов независимо от погодных условий, ма-
лошумность процесса торможения и т. д. [6–8]. 
Кроме того, немаловажными достоинствами явля-
ются доступность и дешевизна компонентов ФПК, а 
также относительная простота технологий их изго-
товления [1, 3–5, 9–11]. 

Физико-механические свойства ФПК, величина 
и стабильность коэффициента трения существенно 
зависят от состава, структуры и концентрации напол-
нителей [3–5, 9–11]. Следует отметить, что экспери-
ментальные методы оптимизации являются довольно 
трудоемкими и дорогостоящими ввиду необходимо-
сти варьирования значений целого ряда физико-
механических параметров неоднородных материалов. 
Кроме того, экспериментальные результаты не гаран-
тируют оптимальности получаемого решения. По-
этому задача разработки теоретических методов рас-
чета физико-механических характеристик 
структурно-неоднородных трибоматериалов, вклю-
чая упругие свойства, является актуальной. 

Прогнозирование и расчет напряженно-
деформированного состояния ФПК сводится к ре-
шению стохастического дифференциального урав-
нения равновесия упругой среды [12, 13]. Для боль-
шого количества неоднородностей решение этой 
задачи в трехмерной постановке для ФПК со слу-
чайным расположением и ориентацией включений 

друг относительно друга представляет собой труд-
норазрешимую (даже численно) проблему. Однако 
во многих случаях для описания непредельных 
свойств неоднородного материала, имеющего боль-
шое количество включений, средний размер кото-
рых много меньше характерного макроразмера, де-
тальное знание физико-механических полей не 
является необходимым. При непредельных внешних 
воздействиях (в частности при нагрузках, далеких от 
разрушающих) композит с большой степенью точ-
ности ведет себя как гомогенная среда с некоторы-
ми однородными в масштабе всего материала, а 
именно, эффективными свойствами. 

Существует большое количество подходов и 
методов, позволяющих определять эффективные ха-
рактеристики неоднородных материалов. Каждый из 
них имеет свои достоинства и недостатки. Обстоя-
тельные обзоры по данной теме можно найти, 
например в [12, 13]. Отметим, что одним из наибо-
лее распространенных современных подходов к 
определению эффективных упругих характеристик 
ФПК, с помощью которого возможен учет взаимо-
действий включений, их состава, формы, ориента-
ции и концентрации, является обобщенное сингу-
лярное приближение теории случайных полей [12]. 

Цель работы — построение модели и прове-
дение численных расчетов значений эффективных 
упругих характеристик и параметров упругой 
анизотропии полимерных фрикционных компози-
тов, армированных ориентированными в двух 
взаимно перпендикулярных направлениях волок-
нами и дисперсными добавками, с учетом измене-
ния величин объемных концентраций компонен-
тов трибоматериалов. 

Построение модели 

Эффективные упругие характеристики ФПК 
определяются тензором модулей упругости c∗ (сим-
вол «*» здесь и далее означает, что рассматриваются 
эффективные характеристики) [12, 13]. С помощью 



В. В. Бардушкин, А. П. Сычев, Д. А. Карташов  44 

тензора четвертого ранга c∗  средние значения 
напряжений ( )ijσ r  выражают через средние зна-

чения деформаций ( )klε r  

( ) ( )ij ijkl klc∗σ = εr r , , , , 1, 2 , 3i j k l = , 

где r — радиус-вектор, задающий положение слу-
чайной точки неоднородной среды, угловые скобки 
здесь и далее определяют процедуру усреднения по 
объему [12]. Отметим, что для многокомпонентных 
ФПК операция усреднения по всему объему матери-
ала для некоторой случайной величины ( )a r  сво-
дится к суммированию 

( ) ( )s s
s

a v a=∑r r , (1) 

где sv  — объемная концентрация компонента s-го 
типа, а ( )sa r  — соответствующая указанному ком-

поненту случайная величина, 1s
s

v =∑  [12, 13]. 

Для проведения численного моделирования 
значений эффективных упругих свойств ФПК в 
настоящей работе применяется обобщенное сингу-
лярное приближение теории случайных полей [12]. 
Тогда выражение для тензора c∗  имеет следующий 
вид (индексы опущены) [12, 13]: 

11 1( )( ( ) ( )) ( ( ) ( ))c c I g c I g c
−∗ − −′′ ′′= − −r r r r r , (2) 

где I — единичный тензор четвертого ранга; ( )c r  — 
тензор модулей упругости; двумя штрихами обозна-
чена разность между соответствующими парамет-
рами неоднородной среды и однородного тела срав-
нения, характеристики которого обозначаются далее 
верхним индексом «с» c( ) ( )c c c′′ = −r r ; ( )g r  — ин-
теграл от сингулярной составляющей второй произ-
водной тензора Грина уравнений равновесия, явля-
ющийся тензором четвертого ранга. Для вычисления 
компонент ijklg  тензора ( )g r  необходимо вначале 

осуществить расчеты компонент iklja  тензора чет-

вертого ранга A, а затем в iklja  по двум парам ин-
дексов (i, j и k, l) провести операцию симметризации 
[12]. Компоненты iklja  тензора A определяют с по-
мощью следующего соотношения: 

11
4iklj k j ila n n t d−= − Ω
π ∫ , (3) 

где sind d dΩ = θ θ ϕ  — элемент телесного угла в 

сферической системе координат, 1
ilt−  — элементы 

матрицы, обратной матрице T с элементами 
c

il iklj k jt c n n= , а kn  и jn  ( , 1, 2 , 3k j = ) — компо-
ненты вектора внешней нормали к поверхности 

включения. Для эллипсоидальных включений с 
главными полуосями 1l , 2l  и 3l  компоненты векто-
ра нормали определяют соотношениями 

1
1 1 sin cosn l−= θ ϕ , 1

2 2 sin sinn l−= θ ϕ , 1
3 3 cosn l−= θ . 

Проведение моделирования 

Далее в работе рассматривали ФПК с включе-
ниями нескольких типов. К первому типу относи-
лись равномерно распределенные в пространстве 
ФПК дисперсные включения каучука. Ко второму 
типу — волокна бесщелочного стекла (БЩС), ори-
ентированные вдоль осей x и y прямоугольной си-
стемы координат и имеющие в этих направлениях 
одинаковые величины объемных концентраций, что 
соответствует армированию композита тканью. К 
третьему типу — равномерно распределенные в 
пространстве композита дисперсные включения ми-
нерального порошка, состоящего из поликристаллов 
глинозема (Al2O3), графита и барита (BaSO4), взятых 
в отношении 1:1:1 (по объему). В качестве компо-
нента четвертого типа выбрали эпоксифенольное 
связующее (ЭФС) на основе эпоксидной диановой 
смолы, отверждаемой малофенольной фенолфор-
мальдегидной смолой новолачного типа (с содержа-
нием фенола менее 0,5%) в отношении 60 : 40 мас.ч. 
(ЗАО «ЭНПЦ Эпитал», г. Москва). Отметим, что вы-
бор состава компонентов ФПК, их формы, ориентации 
в пространстве материала и объемного содержания 
осуществляли, исходя из проведенного патентного 
анализа (в частности [9–11]) и рекомендаций, полу-
ченных авторами при разработке концепции создания 
матричных ФПК с наномодифицированными добав-
ками (проект РФФИ № 19-08-00111-а). Рассматривае-
мые ФПК предназначены для использования в тор-
мозных колодках на железнодорожном и 
автомобильном транспорте, в подъемных кранах, муф-
тах сцепления, а также в качестве демпфирующих и 
вибропоглощающих материалов. 

Все компоненты модельных ФПК, кроме гра-
фита, полагались изотропными. Упругие свойства 
изотропных компонентов приведены в табл. 1 (E — 
модуль Юнга, ν — коэффициент Пуассона). 

Таблица 1 — Упругие свойства изотропных компонентов 
композитов [14] 

Table 1 — Elastic properties of isotropic components of 
composites [14] 

Тип компонента Материал компонента E, ГПа ν 

1 Каучук 0,008 0,47 

2 БЩС 76,200 0,36 

3 
Глинозем 140,000 0,32 

Барит 59,000 0,28 

4 ЭФС 3,700 0,42 
 

Для осуществления модельных расчетов при 
операциях над тензорами использовали их матрич-
ную форму записи. При этом учитывали, что для 
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изотропного материала значения ненулевых элемен-
тов ijc  ( , 1, 2 , ... , 6i j = ) симметрической матрицы c 
тензора модулей упругости выражаются через мо-
дуль Юнга E и коэффициент Пуассона ν следующим 
образом [12]: 

11 22 33
(1 )

(1 )(1 2 )
Ec c c − ν

= = =
+ ν − ν

,

44 55 66 ,
2(1 )

Ec c c= = =
+ ν

12 13 23 (1 )(1 2 )
Ec c c ν

= = =
+ ν − ν

. 

Поскольку графит является анизотропным ма-
териалом с гексагональной кристаллической струк-
турой, в работе использовали следующие значения 
(ГПа) для ненулевых элементов матрицы c тензора 
модулей упругости его монокристаллов [14]: 

11 22 1109,0c c= = , 12 21 139,0c c= = , 33 38,7c = , 

44 55 5,0c c= = , 66 11 120,5( ) 485,0c c c= − = . 

Для проведения модельных расчетов эффек-
тивных упругих свойств ФПК использовали значе-
ния эффективных характеристик поликристалличе-
ского графита, полученные методом 
самосогласования. Эти характеристики были опре-
делены с помощью усреднения по всевозможным 
ориентациям кристаллографических осей кристал-
литов (с изотропной функцией распределения), сво-
дящегося к интегрированию по всевозможным уг-
лам Эйлера [12, 13]. С этой целью в работе 
организовали итерационную процедуру, в которой в 
качестве параметров cc  тела сравнения брали зна-
чения тензора модулей упругости (в матричной 
форме записи), полученные на предыдущем шаге 
итерации. В качестве начальных значений парамет-
ров тела сравнения выбирали величины упругих ха-
рактеристик, полученных в приближении Фойгта 
[12, 13]. Выход из итерационной процедуры осу-
ществляли, когда максимальная разница между со-
ответствующими значениями модулей cc  составля-
ла менее 0,01 ГПа. 

При проведении модельных расчетов значе-
ний эффективных упругих характеристик рас-
сматриваемых ФПК полагали, что дисперсные 
включения каучука, глинозема, графита и барита 
имеют вид сфер одинакового радиуса 1R = , а во-
локна БЩС представляют собой равные друг дру-
гу сильно вытянутые вдоль осей x и y эллипсоиды 
вращения ( 1l , 2l  и 3l  — полуоси этих эллипсои-
дов). Кроме того, считали, что модельные компо-
зиты имеют объемные концентрации компонентов 

1v , 2v , 3v  и 4v , где индекс «1» соответствует ка-
учуку, индекс «2» — волокнам БЩС, «3» — ми-
неральному порошку, а «4» — ЭФС. 

С учетом (1) расчетная формула (2) для тензора 
c∗  преобразуется к следующему виду: 

( )( ) ( )( )
1

1 1c c
s s s s s s s

s s
c v c I g c c v I g c c

−
− −∗

  
   = − − − −
  
   
∑ ∑ . (4) 

В формуле (4) sc  и cc  — тензоры модулей 
упругости s-го компонента композита и однородно-
го тела сравнения соответственно; sg  — это тензор 

( )g r  s-го компонента композита, вычисляемый по 
соотношению (3). При этом 1g  и 3g  соответствуют 
сферическим включениям каучука, глинозема, гра-
фита и барита ( 1 2 3 1l l l= = = ); 2g  — волокнам 
БЩС ( 1l →∞ , 2 3 1l l= =  для волокон, ориентиро-
ванных вдоль оси x; 2l →∞ , 1 3 1l l= =  — для воло-
кон, ориентированных вдоль оси y), 4g  — ЭФС 
( 1 2 3 1l l l= = = ). 

При вычислении значений упругих характери-
стик cc  однородного тела сравнения рассматриваемых 
фрикционных композитов использовали метод само-
согласования [12, 13]. Для этого в работе организовали 
итерационную процедуру, в которой в качестве пара-
метров cc  брали значения тензора модулей упругости 
(в матричной форме записи), полученные на преды-
дущем шаге итерации. В качестве начальных значений 
параметров тела сравнения выбирали величины упру-
гих характеристик в приближении Хилла, т. е. средне-
го арифметического значений, полученных в прибли-
жениях Фойгта и Ройсса [12, 13]. Выход из 
итерационной процедуры осуществляли, когда макси-
мальная разница между соответствующими значения-
ми модулей cc  составляла менее 0,01 ГПа. 

На рис. 1, а, 2, а, 3, а приведены результаты 
численных расчетов значений эффективных упругих 
характеристик — элементов ijc∗  ( , 1, 2 , ... , 6i j = ) 

матрицы тензора c∗  — в зависимости от вариаций 
объемных содержаний компонентов модельных 
ФПК. Номера кривых на указанных рисунках соот-
ветствуют значениям ненулевых элементов ijc∗ , при 

этом: 1 – 11 22c c∗ ∗= , 2 – 33c∗ , 3 – 44 55c c∗ ∗= , 4 – 66c∗ , 

5 – 12c∗ , 6 – 13 23c c∗ ∗= . 
На рисунках 1, б, 2, б, 3, б приведены результа-

ты численных расчетов значений параметров упру-
гой анизотропии xA  и zA  трибокомпозитов в 
направлениях осей x и z лабораторной прямоуголь-
ной системы соответственно [12, 13]: 

11 12

442
x

c cA
c

∗ ∗

∗
−

= , 33 23

662
z

c cA
c

∗ ∗

∗
−

= . 

Значения параметра анизотропии yA  в направ-

лении оси y совпадают со значениями xA  в силу 
структуры рассматриваемых материалов. Поэтому 
значения yA  на этих рисунках не показаны. 
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а        б 
Рисунок 1 — Изменение значений сij

* (а) и параметров анизотропии (б) при увеличении объемного содержания v1 включений каучука 
(v2 = 0,16, сv3 = 0,2) 
Fig. 1 — Variation of the values сij

* (a) and anisotropy parameters (б) with increasing volume content v1 of rubber inclusions (v2 = 0,16, сv3 = 0,2) 

        

а        б 
Рисунок 2 — Изменение значений сij

* (а) и параметров анизотропии (б) при увеличении объемного содержания v2 волокон БЩС 
(v1 = 0,36, сv3 = 0,2) 
Fig. 2 — Variation of the values сij

* (a) and anisotropy parameters (б) with increasing volume content v2 of E-glass fibers (v1 = 0,36, сv3 = 0,2)

Выводы 

На основании построенной модели и проведен-
ного численного моделирования можно заключить 
следующее: 

– модельные фрикционные композиты облада-
ют тетрагональной симметрией эффективных упру-
гих свойств [12], исходя из того, что для значений 
ненулевых элементов сij

* симметрической матрицы 
тензора c* выполняются соотношения 

11 22 33c c c∗ ∗ ∗= ≠ , 44 55 66c c c∗ ∗ ∗= ≠ , 13 23 12c c c∗ ∗ ∗= ≠ ; 
– увеличение концентрации как минерального 

порошка (глинозем, графит, барит), так и БЩС при-
водит к увеличению значений ненулевых элементов 
сij

*, увеличение же концентрации включений каучу-
ка приводит, наоборот, к уменьшению значений 
ненулевых элементов сij

*; 

– адекватность предложенной модели подтвер-
ждается тем, что при отсутствии волокон БЩС ФПК 
является изотропным: в точке 2 0v =  (рис. 2) для 

значений ненулевых элементов ijc∗  (ГПа) симметри-

ческой матрицы тензора c∗  и параметров анизотро-
пии выполняются соотношения 

11 22 33 2,315c c c∗ ∗ ∗= = = , 13 23 12 0,955c c c∗ ∗ ∗= = = , 

44 55 66 11 120,5( ) 0,680c c c c c∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = − = , 
1x y zA A A= = = ; 

– увеличение объемного содержания 2v  воло-
кон БЩС приводит к усилению анизотропии (осо-
бенно вдоль направлений осей x и y прямоугольной



Моделирование эффективных упругих характеристик и параметров анизотропии фрикционных полимерных  47 

 

      
а        б 

Рисунок 3 — Изменение значений сij
* (а) и параметров анизотропии (б) при увеличении объемного содержания v3 включений мине-

рального порошка (v1 = 0,36, сv2 = 0,16) 
Fig. 3 — Variation of the values сij

*  (a) and anisotropy parameters (б) with increasing volume content v3 of mineral powder inclusions 
(v1 = 0,36, сv2 = 0,16) 

системы координат), однако в важном для практики 
диапазоне 20,1 0,25v≤ ≤  не наблюдается суще-
ственного изменения значений параметров анизо-
тропии в направлениях x, y и z; 

– увеличение объемного содержания минераль-
ного порошка приводит к ослаблению анизотропии, а 
увеличение объемного содержания включений кау-
чука приводит, наоборот, к усилению анизотропии 
(особенно вдоль направлений осей x и y). 

Отметим также, что вариации величин объ-
емных концентраций компонентов любого типа 
приводят к довольно значительному изменению 
значений эффективных упругих характеристик 
ФПК. Поэтому необходимы дополнительные ис-
следования по оптимизации концентраций напол-
нителей — дисперсных включений (каучук, гли-
нозем, графит и барит) и волокон БЩС — с целью 
максимального улучшения трибохарактеристик 
(низкие уровни вибрации и шума, стабильно вы-
сокие значения коэффициента трения, износо-
стойкости и др.) рассматриваемых ФПК без суще-
ственного ухудшения значений их упруго-
прочностных показателей. 
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Обозначения 

БЩС — бесщелочное стекло; ФПК — фрикцион-
ный полимерный композит; ЭФС – эпоксифенольное 
связующее; Ax, Ay, Az — параметры упругой анизотро-
пии материала в направлении осей x, y, z соответствен-
но; cijkl — компоненты тензора упругости c; cmn — мат-
ричная форма записи компонент cijkl тензора четвертого 

ранга с; c′′  — двумя штрихами обозначается разность 
c( ) ( )c c c′′ = −r r , где верхним индексом «с» обознача-

ются характеристики однородного тела сравнения; c* — 
тензор эффективных модулей упругости (символ «*» 
означает, что рассматриваются эффективные характе-
ристики); E, Па — модуль Юнга; g — тензор четвертого 
ранга, интеграл от сингулярной составляющей второй 
производной тензора Грина уравнений равновесия; 

ijklg  — компоненты тензора g; I — единичный тензор 

четвертого ранга; r — радиус-вектор; ν — коэффициент 
Пуассона; ijσ , ijε  — компоненты тензоров напряже-

ний σ и деформаций ε соответственно; •  — угловые 
скобки обозначают статистическое усреднение. 
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