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Введение 

В работе решается задача численного прогнози-
рования пределов прочности при одноосном сжатии 
дисперсно-наполненных композитных материалов, 
имеющих неодинаковую плотность размещения сфе-
рических включений в различных направлениях. 
Проявления подобной пространственной неоднород-
ности композитов могут быть обусловлены рядом 
причин. Это могут быть специальные требования к 
разрабатываемым изделиям, заставляющие исследо-
вателей искать оригинальные технологические реше-
ния для достижения неравномерности распределения 
включений в материалае. Пространственная неодно-
родность создаваемых композитов может быть вы-
звана также объективными трудностями проектиро-
вания и разработки технологического оборудования 
[1–4]. В триботехнике ситуация с неравномерным 
распределением наполнителей в полимерных свя-
зующих возникает, например, при создании слоистых 
антифрикционных композитных структур [2, 3]. 
Примерами пространственно неоднородных сред в 
электронной технике могут служить структуры на 
пористом кремнии и углероде, у которых сформиро-
ванные поры заполняются рабочим материалом, т. е. 
формируется классический композит «матрица-
включение». В плоскости, параллельной подложке, 
их структура хорошо подчиняется условию про-

странственной однородности, однако в вертикальном 
направлении (от подложки к поверхности) сформи-
рованные полости имеют определенную пространст-
венную неоднородность [4]. 

Неравномерное распределение включений в 
пространстве композитов приводит к анизотропии их 
физико-механических свойств (упругих, оптических, 
сегнетоэлектрических и др.). Это необходимо учиты-
вать при создании изделий, использующих подобные 
материалы. Поэтому методы оценки равномерности 
распределения включений и анализа влияния этого 
фактора на физико-механические (в частности, упру-
гие) свойства матричных композитов актуальны. При 
анализе напряженно-деформированного состояния 
подобных композитов встает проблема прогнозиро-
вания не только их эффективных (эксплуатационных) 
[2, 5, 6], локальных (внутренних) упругих свойств 
[2, 7], но и предельных прочностных характеристик 
[2, 8]. Теоретическое прогнозирование предельных 
прочностных характеристик позволяет уже на стадии 
проектирования материалов делать заключения о их 
возможном поведении при экстремальных нагрузках, 
давать рекомендации по подбору состава компонен-
тов, их концентрации и т. п. 

Построение модели и постановка задачи 

Структура реальных пространственно неодно-
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родных материалов представляет собой стохасти-
ческую (случайно неоднородную) сплошную сре-
ду. Центральным моментом при использовании 
статистических методов прогнозирования их физи-
ко-механических характеристик является возмож-
ность выделения представительного объема, т. е. 
некоторой области бесконечно большого обьема 
материала, свойства которой аналогичны свойст-
вам материала в целом, а также свойствам подоб-
ной области, расположенной пространственно в 
другом месте. Удовлетворение этого условия при-
водит к выполнению условия эргодичности, т. е. 
дает возможность проводить усреднение по объему 
материала, а не по ансамблю реализаций [2, 9]. Для 
пространственно однородных материалов это ус-
ловие выполняется. Это же условие может выпол-
няться и для пространственно неоднородных мате-
риалов [5]. 

Для построения модели рассмотрим матричный 
композит, состоящий из двух изотропных компо-
нентов – включений сферической формы примерно 
одинакового радиуса R и окружающей их сплошной 
матрицы. Причем структура неоднородного мате-
риала такова, что плотность «укладки» элементов 
неоднородности в различных направлениях неоди-
накова. Примем, что любой представительный объ-
ем (рис. 1) композитного материала имеет такое 
расположение включений, что в направлении Ox 
прямоугольной системы координат среднее рас-
стояние между центрами соседних сфер равно a, в 
направлении Oy – b, а в направлении Oz – c. Отме-
тим, что вдоль направления любой из осей системы 
координат этот материал является пространственно 
однородным, однако в целом однородность отсутст-
вует. 
 

 

Рис. 1. Структура матричного композита, армированного сфери-
ческими включениями в направлениях осей Ox, Oy и Oz 

Приведем исходную структуру материала к ви-
ду, позволяющему проводить прогнозирование его 
упругих характеристик. С этой целью совершим 
аффинное преобразование сжатия-растяжения про-
странства композита 
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В результате этого преобразования сфериче-
ские включения радиуса R примут форму эллипсои-

дов с полуосями cR a , cR b , R, причем средние 

расстояния между центрами соседних эллипсоидов 
вдоль каждой из координатных осей будут одинако-
выми, равными c. Таким образом, весь материал 
станет пространственно однородным. При этом: 

– объем каждого сферического включения из-

меняется в 2 ( )c ab  раз (следовательно, и объем всех 

элементов неоднородности изменяется в это же ко-
личество раз), однако объем всего композитного ма-

териала также изменяется в 2 ( )c ab  раз, а значит, 

концентрация включений остается неизменной; 
– компоненты матричного композита остаются 

изотропными (если коэффициенты c a  и c b  в пре-

образовании сжатия-растяжения (1) принимают зна-
чения, при которых сохраняется способность мате-
риала к обратимой деформации); 

– в силу пространственной однородности «но-
вого» материала в качестве элементарного объема 
можно рассматривать одно эллипсоидальное вклю-
чение с различными полуосями cR a , cR b , R, ок-

руженное сплошной матрицей. 
В работе [5] обоснована корректность подхода, 

связанного с аффинным преобразованием сжатия-
растяжения пространства композита, к прогнозиро-
ванию эффективных (эксплуатационных) упругих 
свойств пространственно неоднородных материалов 
в рамках обобщенного сингулярного приближения 
[9]. Опираясь на [5], можно утверждать о коррект-
ности этого же подхода к прогнозированию пре-
дельных прочностных характеристик указанных 
композитов. 

При решении задачи прогнозирования значе-
ний предельного разрушающего напряжения (при 
одноосном сжатии) пространственно неоднородных 
материалов будем рассматривать композиты на по-
лимерной основе с дисперсными включениями гра-
фита. Прогнозирование разрушающих характери-
стик таких композитов основывается на разработан-
ном в статье [10] методе прогнозирования предель-
ных прочностных свойств матричных композитных 
материалов при сжатии. Рассматривается хрупкое 
разрушение неоднородных материалов.  

Согласно этому методу приложенная к компо-
зиту сжимающая (в определенном направлении) на-
грузка становится разрушающей тогда и только то-
гда, когда внутреннее напряжение в матрице начи-
нает превышать предел ее прочности. При этом ве-
личина интенсивности внутренних напряжений, 
возникающих в матрице при внешнем воздействии 
на композит, сравнивается с ее известным (справоч-
ным) значением предела прочности. Использование 
в указанном методе данных о предельных прочно-
стных характеристиках матрицы обусловлено в пер-
вую очередь тем, что разрушение полимерной мат-
рицы приводит к потере композитом монолитности 
и, как следствие, выходу из строя изделий из подоб-
ных материалов. Кроме того, сведения о пределах 
прочности для полимерных связующих широко 
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представлены в научно-технической литературе. 
Прогнозирование опирается на обобщенное 

сингулярное приближение теории случайных полей 
[9] и понятии оператора концентрации напряжений 

( )K r  (тензора четвертого ранга), связывающего 

напряжения ( )ij r  внутри каждого из элементов не-

однородности со средним (внешним) напряжением 
( )kl r , приложенным ко всему композиту [2,  

11–14]: 

( ) ( ) ( )  ij ijkl klKr r r ,  , , , 1, 2 , 3i j k l , (2) 

где r – радиус-вектор случайной точки композитной 
среды. Угловые скобки в (2) и далее по тексту опре-
деляют процедуру статистического усреднения, ко-
торая при выполнении гипотезы эргодичности сов-
падает с усреднением по объему [2, 9]. 

Для определения ( )K r  необходимо решать 

уравнения равновесия упругой неоднородной среды. 
Однако в общем случае получить соотношение для 
численных расчетов оператора концентрации на-
пряжений не удается. Поэтому для вычисления 

( )K r  используются различные приближения. Од-

ним из таких приближений, учитывающих взаимо-
действия включений, является обобщенное сингу-
лярное приближение теории случайных полей [9]. В 
его рамках используется только сингулярная со-
ставляющая тензора Грина уравнений равновесия, 
зависящая лишь от дельта-функции Дирака, а также 
вводится однородное тело сравнения, материальные 
константы которого входят в окончательные выра-

жения для вычисления ( )K r . Физический смысл 

обобщенного сингулярного приближения заключа-
ется в предположении однородности полей напря-
жений и деформаций в пределах элемента неодно-

родности. В этом случае выражение для ( )K r  име-

ет следующий вид (индексы опущены) [2, 13, 14]: 

   
11 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

     K c I g c c I g cr r r r r r r

. (3) 

Здесь I – единичный тензор четвертого ранга; ( )c r  – 

тензор модулей упругости; ( )g r  – интеграл от син-

гулярной составляющей второй производной тензо-
ра Грина уравнений равновесия, являющийся тензо-

ром четвертого ранга; с( ) ( )  c c cr r  − разность 

между соответствующими параметрами неоднород-

ной среды и однородного тела сравнения, где сc  − 
упругие характеристики тела сравнения. 

Для вычисления компонент ijklg  тензора ( )g r  

необходимо вначале осуществить расчеты компо-
нент iklja  интеграла от вторых производных тензора 

Грина, а затем в iklja  по двум парам индексов (i, j и 

k, l) провести операцию симметризации [9]. Компо-

ненты iklja  вычисляются с помощью следующего 

соотношения: 

11

4
  

 iklj k j ila n n t d , (4) 

где sin    d d d  – элемент телесного угла в сфе-

рической системе координат, 1
ilt  – элементы матри-

цы, обратной матрице T с элементами сil iklj k jt c n n , 

а kn  и jn  ( , 1, 2 , 3k j ) – компоненты вектора 

внешней нормали к поверхности включения. Для 
эллипсоидальных включений с главными полуосями 

1l , 2l  и 3l  компоненты вектора нормали определя-

ются соотношениями 

1
1

1
sin cos  n

l
, 2

2

1
sin sin  n

l
, 3

3

1
cos n

l
. 

Как указывалось, в случае выполнения условия 
эргодичности можно использовать усреднение по 
объему. Тогда для двухкомпонентного композита с 
изотропными включениями и матрицей операция 
усреднения по всему объему материала для некото-
рой случайной величины ( )a r  сводится к суммиро-

ванию (здесь и далее индекс «в» будет относиться к 
включениям, а «м» – к матрице) [2, 9, 15]: 

в в м м( )  a v a v ar , (5) 

где вv  и мv  – объемные концентрации включений и 

матрицы ( в м 1 v v ); вa  и мa  – соответствующая 

указанному компоненту случайная величина. 

Проведение модельных расчетов 

Для проведения модельных расчетов в работе 
были рассмотрены композиты с изотропными ком-
понентами на основе известных и широко приме-
няемых на практике эпоксидных связующих ЭД-20 
(модуль Юнга 3,8E  ГПа, коэффициент Пуассона 

0,39  , разрушающее напряжение при сжатии 

p 198   МПа), ЭХД ( 4,5E  ГПа, 0,36  , 

p 320   МПа) и УП-610 ( 5,2E  ГПа, 0,41  , 

p 347   МПа) с включениями графита 

( 10,9E  ГПа, 0,235  ) [16, 17]. 
С учетом (5), соотношение (3) для оператора 

концентрации м
K  в связующем (матрице) примет 

следующий вид: 

 

 
 

1
c

м м м м

11
c

в в в в

1
c

м м м м

,







     

       
      

K c I g c c

v с I g c c

v с I g c c

 (6) 
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где вg  – тензор ( )g r  во включении с компонента-

ми, вычисляемыми с помощью соотношения (4) при 

1 l cR a , 2 l cR b , 3 l R ; мg  – тензор ( )g r  в 

матрице с компонентами, также вычисляемыми с 
помощью (4); вc  и мc  – тензоры модулей упругости 

включений и матрицы соответственно. 
При вычислении компонент тензоров вg  и мg  

в формуле (6) полагалось 1R  и a b , т. е. счита-
лось, что в направлениях Ox и Oy плотность сфери-
ческих включений в пространственно неоднородном 
материале примерно одинакова. 

В операциях над тензорами использовали мат-
ричную форму записи [9]. При этом ненулевые эле-
менты ijc  ( , 1, ..., 6i j ) симметрической матрицы 

тензора c модулей упругости для изотропного мате-
риала выражали через модуль Юнга E и коэффици-
ент Пуассона  следующим образом: 

11 22 33
(1 )

(1 )(1 2 )

 
  

   
E

c c c ; 

44 55 66 2(1 )
  

 
E

c c c ; 

12 13 23 (1 )(1 2 )


  

   
E

c c c . 

Упругие характеристики однородного тела 
сравнения вычисляли методом самосогласования 
[2, 9, 15], для чего использовали итерационную про-

цедуру, в которой в качестве параметров сc  тела 
сравнения использовали тензоры модулей упругости 
(в матричной записи), полученные на предыдущем 
шаге итерации. В качестве начальных значений па-
раметров тела сравнения брали упругие характери-
стики, полученные в приближении Хилла, т. е. 
среднее арифметическое значений, полученных в 

приближениях Ройсса   11 1
Reuss в в м м

  c v c v c  и 

Фойгта Voight в в м м c v c v c  [2, 9]. Итерационную 

процедуру прекращали при максимальном измене-

нии модулей сc  менее чем на 1%. 
Для проведения модельных расчетов, позво-

ляющих учитывать неравномерность распределения 
включений в матрице, был введен безразмерный па-
раметр cR a . Исследовалось влияние изменения 

этого параметра на предельные прочностные пока-
затели рассматриваемых пространственно неодно-
родных материалов. 

В модельных расчетах использовали данные о 
разрушающем напряжении при сжатии p  указан-

ных выше полимерных связующих. Внешнее сжи-
мающее воздействие   (МПа) задавали в лабора-

торной системе координат Oxyz матрицей 

11

22

33

0 0

0 0

0 0


  


. 

Были рассмотрены следующие случаи осевого сжа-
тия  : 1) 33  A , 11 22 0     (параллельно оси 

Oz); 2) 11  B , 22 33 0     (параллельно оси Ox). 

Отметим, что в силу структуры рассматриваемых 
неоднородных материалов моделирование сжи-
мающего воздействия в направлении оси Oy равно-
сильно второму случаю. 

Вычислительная процедура была организована 
следующим образом. Вначале для модельного ком-
позита при фиксированных значениях процентного 
содержания его элементов неоднородности и пара-

метра cR a  по формуле (6) вычисляли оператор м
K  

(в связующем). Далее в   задавали определенные 

положительные значения A и B (для первого и вто-
рого случаев соответственно). Затем, опираясь на 
определение (2) оператора концентрации напряже-
ний, вычисляли элементы ij  ( , 1, 2 , 3i j ) матри-

цы тензора напряжений в связующем. После этого 
происходило сравнение значений вычисленных эле-
ментов 33  (для первого случая) и 11  (для второго 

случая) со справочной величиной предела прочно-
сти при сжатии p  для рассматриваемого связую-

щего. Если 33 p    (соответственно 11 р   ), то 

значение A (соответственно B) увеличивали на 
0,01 МПа и вычисление элементов ij  матрицы тен-

зора напряжений в связующем повторяли заново. 
Вычислительную процедуру останавливали сразу, 
как только выполнялось условие 33 p    (соответ-

ственно 11 р   ), а последнее значение A (соответ-

ственно B) принимали в качестве предела прочности 

сж  композитного материала при одноосном сжа-

тии параллельно оси Oz (соответственно параллель-
но оси Ox). Затем фиксировали новое значение па-
раметра cR a , и вычисления пределов прочности 

сж  вдоль каждой из осей для модельного компози-

та повторяли заново. 
На рис. 2 и 3 приведены результаты расчета 

значений разрушающего напряжения для рассмат-
риваемых композитных материалов при сжатии па-
раллельно осям Ox и Oz от изменения структурного 
параметра cR a . 

Модельные расчеты, представленные на рис. 2, 
проводились при объемной концентрации наполни-
теля в 0,05v . 

Дальнейшие исследования были посвящены 
изучению влияния концентрации наполнителя вv  на 

величину предела прочности сж  композитов на ос-

нове эпоксидных смол марок ЭД-20, ЭХД и УП-610 
при сжатии в направлении осей Ox и Oz. На рис. 3 
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представлены результаты модельных расчетов толь-
ко для композитов на основе связующего ЭД-20, 
т. к. для материалов на основе эпоксидных смол ма-
рок ЭХД и УП-610 характер указанных зависимо-
стей был аналогичен, отличаясь только по величине. 
 

 

Рисунок 2 – Зависимости предельных прочностных показателей 
(при осевом сжатии) модельных композитов на основе связую-
щих ЭД-20, ЭХД и УП-610 от изменения параметра cR/a 

 

 

Рисунок 3 – Зависимости предельных прочностных показателей 
(при осевом сжатии) модельных композитов на основе связующе-
го ЭД-20 от параметра cR/a и объемной концентрации vв напол-
нителя (графит): 1 – vв = 0,02; 2 – vв = 0,05; 3 – vв = 0,08 

Заключение 

На основании проведенных исследований и 
численных модельных расчетов можно сделать сле-
дующие выводы. 

1. Зависимости значений предельных прочно-
стных показателей от параметра cR a  имеют нели-

нейный и монотонный характер. При этом значения 

сж  возрастают при одноосном сжатии вдоль Ox и 

убывают при сжатии вдоль оси Oz. 
2. Рассматриваемые пространственно неодно-

родные композитные материалы с дисперсными до-
бавками графита имеют более высокие предельные 
прочностные показатели по сравнению с аналогич-
ными характеристиками соответствующих отдельно 
взятых полимерных связующих вне зависимости от 
величины параметра cR a , концентрации включе-

ний вv  и направления приложения сжимающей на-

грузки, т. е. сж р   . 

3. Точка 1cR a  соответствует пространст-

венно однородному композитному материалу со 
сферическими включениями одинакового радиуса. 
Поэтому на рис. 2 и 3 кривые, соответствующие од-
ноосным внешним воздействиям в направлениях Ox 
и Oz, попарно пересекаются при 1cR a . 

Исследование выполнено в рамках реализации 
Государственного задания на 2016 г. № 007-01114-
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Bardushkin V.V., Kirillov D.A., Sychev A.P.  
Forecasting of limiting strength in the spatially non-uniform materials. 

The problem of limiting strength numerical forecasting in composites having unequal density of the spherical inclusions in different 
directions, is solved. Graphite is considered as disperse fillers of spatially non-uniform composites. The epoxy binders ED-20, EHD and UP-610 
are considered as a matrix. Dependencies of limiting strength characteristics by uniaxial compression in different directions from variation of the 
structure of the composites and their components’ consistency and concentration, were investigated. 

Keywords: forecasting, matrix composite, inclusions, operator of stresses concentration, mechanical strength. 
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