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Введение 

В интенсивно развивающихся отраслях про-
мышленности – авиа-, ракето- и судостроении, 
машино- и приборостроении, а также промыш-
ленном и гражданском строительстве все более 
широкое применение находят слоистые элементы 
конструкций, выполненные в виде стержней, пла-
стин и оболочек как из традиционных (металлы, 
сплавы), так и новых композиционных материа-
лов, в том числе на основе полимеров. Несущие 
высокопрочные слои воспринимают основную 
механическую нагрузку. Внутренний слой (запол-
нитель) обеспечивает перераспределение усилий 
между несущими слоями и защиту от внешних те-
пловых, радиационных и вибрационных воздейст-
вий. В связи с этим актуальной становится про-
блема разработки математических моделей де-
формирования трехслойных элементов конструк-
ций при различных внешних нагрузках.  

В монографиях [1–5] рассматриваются раз-
личные математические модели деформирования 
однородных и неоднородных, как правило, упру-
гих элементов конструкций, приведены постанов-
ки краевых задач, изложены методы их расчета. 
Статьи [6–10] посвящены исследованию квазиста-
тического деформирования композитных элемен-
тов конструкций при различных силовых и тепло-
вых воздействиях. Динамическое поведение трех-
слойных стержней и пластин рассмотрено в рабо-
тах [11–13]. В настоящее время отсутствуют пуб-

ликации по деформированию физически нелиней-
ных металлополимерных трехслойных стержней 
при локальных нагрузках.  

Здесь, в рамках теории малых упругопласти-
ческих деформаций [14], рассмотрено деформиро-
вание локальными прямоугольными и синусои-
дальными нагрузками несимметричных по тол-
щине трехслойных стержней с упругопластиче-
скими несущими металлическими слоями и физи-
чески нелинейно-упругим полимерным заполни-
телем.  

Нагружение из естественного состояния 

Рассматривается деформирование несиммет-
ричного по толщине трехслойного металлополи-
мерного стержня, несущие слои которого выпол-
нены из упругопластического материала, а не-
сжимаемый по толщине заполнитель – нелинейно-
упругий. Система координат x, y, z связывается со 
срединной плоскостью заполнителя (рис. 1, а, б). 
Принимается, что в тонких несущих слоях 1, 2 
справедливы гипотезы Бернулли, в жестком не-
сжимаемом по толщине сравнительно толстом за-
полнителе 3 нормаль остается прямолинейной, не 
изменяет своей длины, но поворачивается на не-
который дополнительный угол (x). 

На внешний слой стержня действует поверх-
ностная силовая нагрузка q(x), при этом соответ-
ствующие траектории нагружения относятся к 
классу простых [14], через w(x) и u(x) обозначены 
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Рисунок 1 – Схемы нагружения трехслойного стержня 

прогиб и продольное перемещение срединной 
плоскости заполнителя (штрих вверху здесь и в 
дальнейшем соответствует нагружению из естест-
венного состояния). На торцах предполагается на-
личие жестких диафрагм, препятствующих отно-
сительному сдвигу слоев, на границах слоев – 
склейки. С помощью введенных гипотез, про-
дольные перемещения в слоях u(k) выражаются че-
рез три искомые функции u(x), (x) и w(x):  

(1)
1ψ , ( )xu u c zw c z c h     

(3) ψ , ( )xu u z zw c z c     

,

,  (1)  

(2)
2ψ , ( )xu u c zw c h z c       , 

где z – координата рассматриваемого волокна; за-
пятая в нижнем индексе обозначает операцию 
дифференцирования по следующей за ней коор-
динате; h1, h2, h3 = 2c – толщины слоев; верхний 
индекс k – номер слоя. 

Деформации в стержне следуют из переме-
щений (1) и соотношений Коши [4]. Введем 
обобщенные внутренние усилия и моменты в 
стержне: 
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где  – компоненты тензора напряжений в k-м 

слое при нагружении из естественного состояния; 
b0 – ширина сечения стержня.  

( )k
ij

В слоях стержня используются физические 
соотношения теории малых упругопластических 
деформаций Ильюшина [14]: 

( ) ( ) ( ) ( )2 ( )k k k
ij k u ijs G f э 

( ) ( )σ 3 εk k
kK ( 1,

,  

    . (3) 2; , , , )k i j x y  z

Здесь ( )k
ijs , – девиаторы напряжений и дефор-

маций; ,  − шаровые части тензоров на-
пряжений и деформаций; Gk, Kk – модули сдвига и 
объемного деформирования материалов слоев; 
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(k) – функция пластичности Ильюшина в несу-
щих слоях и физической нелинейности в заполни-
теле, которую для металлов и полимеров при на-
гружении из естественного состояния можно при-
нять в виде: 
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( )k
u  – интенсивность деформаций;  – деформа-

ционный предел текучести материала; A0, α0 – экс-
периментально полученные константы каждого ма-
териала, значения некоторых приведены в [4]. 

( )k
y

Компоненты тензора напряжений в слоях, 
используя (3), представим через девиатор и шаро-
вую часть тензора деформаций: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 ε 2k k k k k k
xx xx k xx k k xxs G э K G э k      

(3) (3) (3) (3) (3)
3 32 2xz xz xz xzs G э G э

, 

     . (5) 

Выделим в компонентах напряжений (5) уп-
ругие (индекс «е») и неупругие (индекс «») сла-
гаемые: 

( ) ( ) ( )k k е k
xx xx xx

   ,  (3) (3) (3)е
xz xz xz

   , (6) 

где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 ε , 2k e k k k k k
xx k xx k xx k xxG э K G э     

(3) (3) ( ) (3) (3)
3 32 , 2e k

xz xz xz xzG э G э

, 

     . 

Проведя подобную операцию с внутренними 
усилиями (2), получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k е k k k е kN N N M M M    

(3) (3) (3)еQ Q Q

,  

  . (7) 

Упругие (индекс «е») и неупругие (индекс 
«») составляющие усилий в (7) вычисляются по 
формулам: 
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Система дифференциальных уравнений рав-
новесия стержня для определения искомых пере-
мещений получена в [4, 10] с помощью метода 
Лагранжа. В нашем случае она будет 

1 6 7, , ,xx xx xxxa u a a w p p    

6 2 3 5, , ,xx xx xxxa u a a w a h

, 

   

7 3 4, , ,xxx xxx xxxxa u a a w q q    

, 

. (9) 

Здесь коэффициенты 

1 1 1 2 2 32a K h K h K c     ;  2 2
2 1 1 2 2 33a c K h K h K c       ; 

    21 1 2
3 1 1 1 2 2 2 32 2 3a c K h c h K h c h K c       

 ; 

 2 21
4 1 1 1 13a K h c ch h     2 31 2

2 2 2 2 33 3K h c ch h K c    ;  

; ;   5 32a G c 6 1 1 2 2a c K h K h    

   1 1
7 1 1a K h 1 2 2 22 2c h K h c h     ; 

величины p, h, q учитывают физическую нели-
нейность материалов слоев и вычисляются по 
формулам, следующим из (6) и (8): 

0 0 0

1 1 1
, , ( , ), ,x x xp N h H Q q M

b b b
  

      x
 .  (10) 
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Система дифференциальных уравнений (9) 
существенно нелинейная. Поэтому рассмотрим 
возможность применения метода «упругих» ре-
шений Ильюшина к решению данной задачи. 
Предположим, что в (9), (10) содержится малый 
параметр, например, все ωk < 1. Тогда возможен 
метод итераций, основанный на методе упругих 
решений, при котором для любого n-го прибли-
жения система уравнений (9) преобразуется к ви-
ду: 

( ) ( ) ( ) ( 1)
1 6 7, , ,n n n

xx xx xxxa u a a w p p 
    

( ) ( ) ( ) ( )
6 2 3 5, , ,n n n n

xx xx xxxa u a a w a h     

( ) ( ) ( ) ( 1)
7 3 4, , ,n n n

xxx xxx xxxxa u a a w q q 
    

Величины ( 1) ( 1) ( 1), ,n n np h q 
  

 , соответствую-

щие неупругим составляющим, на первом шаге 
(n = 1) принимаются равными нулю, а в дальней-
шем вычисляются по результатам предыдущего 
приближения и носят название дополнительных 
«внешних» нагрузок. Они служат поправками на 
пластичность и физическую нелинейность мате-
риалов слоев:  
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 ,   

. 

Применение метода упругих решений позво-
ляет на каждом шаге приближения рассматривае-
мую задачу сводить к линейной задаче теории уп-
ругости с дополнительными «внешними» нагруз-
ками.  

Локальная прямоугольная нагрузка 

Ее аналитический вид (см. рис. 1, а):  

0 0 0( ) ( ( ) ( ))q x q H a x H b x   

0 0 0( ) ( ( ) ( ))p x p H a x H b x

, 

    ,  (12) 

где 0 ( )H x  – функция Хевисайда. 

Решение системы уравнений (11) при нагруз-
ке (12) можно выписать, базируясь на известном 
решении задачи теории упругости [5, 10]. В на-
шем случае оно имеет следующий рекуррентный 
вид: 
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Здесь введена функция 
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n ; 

коэффициенты и линейные интегральные опера-
торы 
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2
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a a 
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,  1 1
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2 3 1
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1
2 (g( )) g( )L x x dx d 

1
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x ;  ;  

. 

1
3 (g( )) g( )L x x dx dx dx 

x dx dx

( ) ( )n nКонстанты интегрирования  на 

каждом шаге приближения следуют из условий 
закрепления стержня. При консольной заделке ле-
вого конца стержня должны выполняться условия: 

1 8, ... ,C C

х = 0:   w = w,x = u =  = 0; 

х = l:    = N = M = M,x = 0.    (14) 

Удовлетворяя решением (13) граничные ус-
ловия (14) получим: 
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2
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x
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 
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. (15) 

На первом шаге приближения (n = 1) из соот
ношений (13), (15) следует 

-

дачи теории упругости. 

еализации решения для 
стержня единичной длины принимались относи-

 h1 = 0,02, h2 = 0,04, 
c = 0 о и

решение линейной за-

Численные результаты 

При численной р

тельные толщины слоев
,09. Прямоугольн й локальной нагрузке ме-

ет интенсивность q0 = –3,5 МПа (p0 = 0) и равно-
мерно распределена на отрезке [0, а] (b = 0). Ма-
териалы слоев: сплав Д16Т–фторопласт-4–Д16Т.  

Численный счет продемонстрировал практи-
ческую сходимость метода упругих решений. За 
искомое решение здесь и далее принято 8-е при-
ближение, которое отличается от предыдущего 
менее чем на 1%.  

На рис. 2, а, б показано изменение прогиба и 
сдвига в заполнителе по оси трехслойного стерж-
ня в зависимости от длины пятна нагрузки (без 
штриха упругий стержень, со штрихом – упруго-
пластический): 1 – a = 0,50l; 2 – a = 0,75l; 3 – a = l. 
При a = 0,5l области пластического деформирова-
ния малы и упругопластический прогиб увеличи-
вается на 3–4%; при a = 0,75l рост составляет  
6–7%, если нагрузка действует по всей поверхно-
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Рисунок 2 – Прогиб – а и сдвиг – б при прямоугольной нагрузке 

 

 
Рисунок 3 – Области нелинейности в продольном сечении стержня 

сти стержня (a = l), то рост до 15%. Для сдвигов 
соответствующие увеличения следующие: 5%, 9–
10%; 18–19%. 

Рис. 3, а, б иллюстрирует распределение об-
ластей физической нелинейности материалов сло-
ев в продольном сечении стержня (серая заливка) 
при a = 0,75l и  a = l соответственно. Как и следо-
вало ожидать, области нелинейности во втором 
случае существенно возрастают. 

Локальная поперечная синусоидальная 
нагрузка 

Ее аналитический вид (см. рис. 1, б): 

0 0( ) ( )sin
x

q x q H b x
  . (16) 

Соответствующее 
ний (11) можно выписа
решении задачи теории упругости [4] при нагруз-
ке (1

b 
 

решение системы уравне-
ть, базируясь на известном 

6). В случае физической нелинейности мате-
риалов оно имеет следующий рекуррентный вид 
(p0 = 0): 
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риваемом случае оператор
альной нагрузки будут 
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Рисунок 4 – Прогиб – а и сдвиг – б при синусоидальной нагрузке 

интеграл от сдвига 
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вом шаге приближения (n = 1) из соот-
 (17), (18) следует решение линейной за-
и упругости.  

 результаты получены в рамках 
 предположений, синусоидальная на-

0

лых по форме на-

едложенная методика позволяет иссле-

На пер
ношений
дачи теори

Численные
предыдущих

делена

грузок.  
2. Пр

грузка с амплитудой q0 = 3,5 МПа (p0 = 0) распре-
 на отрезке [0, b].  

На рис. 4, а, б показано изменение прогиба и 
сдвига в заполнителе вдоль оси стержня при b = l 
при следующих нагрузках: 1 – синусоидальная q0, 
2 – прямоугольная q0; распределенная на таком же 
отрезке; 3 – синусоидальная q1 = 0,5πq0, статиче-
ски эквивалентная прямоугольной q  (без штриха 
– упругий стержень, со штрихом – упругопласти-
ческий). 

При одинаковой амплитуде нагрузок (кривые 
1, 2) перемещения от равномерно распределенной 
нагрузки гораздо больше по величине. Если оди-
наковы равнодействующие, то максимальный 
сдвиг несколько больше от синусоидальной на-
грузки, прогибы различаются мало. Учет физиче-
ской нелинейности сказывается при эквивалент-
ных нагрузках (кривые 1′, 3′).  

Выводы 

1. Из статически эквивалентных нагрузок ло-
кальные более опасны с точки зрения прочности. 
При этом большие перемещения в трехслойном 
стержне достигаются от выпук
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пряженно-деформированное состояние
трех

ржня; (x) – относительный сдвиг в за-
полн

лоскости заполнителя; Gk, Kk – модули 
сдвига и объемной деформации; hk – толщины 

довать на  
слойного упругопластического стержня при 

циклических локальных прямоугольных нагруз-
ках. При этом решение новой краевой задачи 
строится по известному решению соответствую-
щей задачи о нагружении из естественного со-
стояния.  

Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвер-
генция». 

Обозначения 

q(x) – внешняя распределенная нагрузка; q0 – 
интенсивность распределенной нагрузки; w(x) – 
прогиб сте

ителе; u(x) – продольное перемещение сре-
динной п

слоев; ( )kf  – функция пластичности Ильюшина 

при нагружении из естественного состояния; (3)f  

– универсальная функция, описывающая физиче-
скую нелинейность заполнителя; ( )

и
k  – интенсив-

ность деформаций; ( )k
y  – деформационный предел 

текучести материала; (3)
s – предел физической не-

линейн  материала заполнителя; ( )k
ijости s , ( )kэ –  

девиаторы напряжений и деформаций; (k), ( )ε  
шаровые тензоры напряжений и деформаций; 

( )k  – функция нелинейности (пла ности). 
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